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Abstract

Distribution Pert is one of more useful functions for modeling and simulation in the
companies. However, usually it is applied in a inadequate and mechanical way.

This article decodes Pert Distribution and related distributions (Modified Pert Distribution
and Generalized Beta Distribution) stimulating a more intuitive understanding of this relation by
analysis and graphical visualization.

Furthermore, it is suggested a method for specifying parameters in Modified Pert, more
suitable for estimations inside the companies involved in simulation processes.

It's created a numerical method for determining the parameters of the Generalized Beta,
in the proposed methodology.

Key words: Beta Distribution, Generalized Beta Distribution, Pert Distribution, Modified Beta
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Resumo

Distribuicdo Pert € uma das mais Uteis para modelagem e simulagdo nas empresas, mas
€ usada nas aplicages de forma, em geral, mecénica e inadequada

Esse artigo decifra a Distribuicdo Pert e suas relacionadas (Distribuicdo Pert Modificada
e Distribuicdo Beta Generalizada ) estimulando uma compreensdo mais intuitiva dessa relagcéo
por meio de analise e visualizacdo gréfica.

Além disso, é sugerido um método para especificacdo paramétrica do Pert Modificado,
muito mais apropriado para estimativas dentro das empresas que envolvem processos de
simulacéo.

E proposto um método numérico para determinacdo dos pardmetros do Beta
Generalizado, dentro da metodologia proposta.

Palavras Chaves: Distribuicdo Beta, Distribuicdo Beta Generalizada, Distribuicdo Pert,
Distribuicdo Beta Modificada, Simulagao

1) Introducéo

A Distribuicdo Pert € uma das distribuicdes mais importantes para uso préatico nas
empresas, porque ela é muito utilizada para gerar valores aleatdrios dentro de um intervalo, na
modelagem e simulagdo de modelos financeiros, na area de processos e anélises em geral.

A Distribuicdo Pert, assim como uma varia¢cdo denominada Distribuicao Pert Modificada,
€ um caso particular da Distribuicdo Beta Generalizada, que abrange uma grande variedade de
distribui¢cbes definidas dentro de um intervalo.

Inicialmente estabelece-se a relagdo entre os pardmetros da Distribuicdo Pert Modificada
e 0s parametros da Distribuicdo Beta Generalizada, de uma forma completa e intuitiva, com
exibicdo de familias de Pert em modo gréfico.

Segue-se uma argumentacdo para mostrar que a forma normalmente usada da
Distribuicdo Pert para simulagdo ndo é muito adequada a situacdes reais.



O artigo finaliza propondo uma forma alternativa para especificar a Pert Modificada e
desenvolve um método numérico para proceder da forma sugerida.

II) Distribuicdo Beta

A Distribuicdo Beta Generalizada, daqui para frente referida simplesmente como Beta, €
definida por 4 parametros, dois deles (a e b) definem a forma da fungdo e sdo denominados
parametros shape, doravante apelidados de parametros de formato, e outros dois definem o
intervalo (Min e Max) dentro do qual ha possibilidade de se ter um valor.

Quando Min=0 e Max=1, o Beta se converte na Distribuicio Beta Padrdo ou
simplesmente Distribuicdo Beta e é adequada para modelar percentuais, por exemplo,
percentuais de votos em uma eleigao.

Pode-se observar ilustragcbes de alguns formatos que o Beta assume em
http://en.wikipedia.org/wiki/Beta_distribution, e também as férmulas funcionais da curtose e da
funcéo de distribuicdo acumulada (CDF), entre outras; além de outras informacgdes.

Essa distribuicdo tem a propriedade de apresentar uma frequéncia de valores em volta
da moda (valor mais frequente) que cai no seu entorno com suavidade configuravel, ao contrério
da Distribuigdo Triangular, que diminui abruptamente da moda na diregdo dos extremos.

Essa caracteristica faz o Beta ser mais realista em aplicagcbes praticas do que a
Triangular, porqgue ndo € sensato que uma situacao real apresente esse tipo de descontinuidade.

O desvio padrao (DP), a média (Med) e a moda (Moda) no Beta séo calculadas a partir
das seguintes férmulas:

Med = min + (max - min) * (a/(a+b)) (1)

DP = Raiz(a/(a+b) * b/(a+b) * (Max-Min)? / (a+b+1)) (2)

Moda = Min + (a-1)/(a+b-2) * (Max - Min) (3)

O minimo e 0 maximo sdo parametros intuitivos, ja que representam o intervalo possivel
de ocorréncia dos valores.

Para fazer sentido da forma que € usado nas empresas, € preciso que 0s parametros de
formato (a e b) sejam ambos acima de 1.

No entanto, o Beta, do jeito que ela é definida, tem seu uso prético dificultado porque
ndo € intuitivo estimar diretamente os parametros a e b de formato.

[1l) Distribuicdo Pert

A Distribuicao Pert é definida a partir do minimo (min), maximo (max) e da moda (moda).
Ela € um subconjunto do Beta onde

Med = ( min + 4 * moda + max )/ 6

A férmula acima, que define a média (Med), termina por identificar exatamente qual Beta
se aplica a situacdo dada. Sem uma definicdo extra como a acima ndo seria possivel calcular os
parametros de formato a e b, porque haveria muitas possibilidades diferentes, com a mesma
moda e 0s mesmos valores extremos (min e max)

A férmula da média € uma ponderacdo onde a moda influencia duas vezes mais no
célculo da média que os extremos. Repare que a média é diferente da moda. Se a moda esta
mais perto do minimo, a cauda fica mais longa do lado do maximo, puxando a média para cima
e vice-versa.

Essa distribuicdo é bastante utilizada para modelar tempos de duracdo de projeto em
andlises Pert, de onde se origina seu nome.

Nessa modelagem, o usuério especifica a moda (duragdo mais comum), a duragéo
minima e a duragdo maxima. A partir desses dados, a distribuicao fica completamente definida.



A Pert pode ser usada para estimar duracdo de projetos, despesas, margem, markups,
coberturas; enfim, diversas variaveis presentes no mundo dos negécios.

A partir dessas definicdes podemos calcular os pardmetros de formato a e b
correspondente ao Beta, mas vamos deixar esse desenvolvimento para o proximo tépico.

IV) Distribuicdo Pert Modificada

IV.1) Introducéo

O estatistico David Vose, proprietario da Vose Software, propds a Distribuicdo Pert
Maodificada (Modified Pert), e ele a implantou no seu software ModelRisk, concorrente do @Risk
da Palisade. Ele também foi adotado por Wolfram no software Mathematica. Essa distribuicdo é
mais versatil para as aplica¢des, porque a média (Med) é calculada de forma mais flexivel.

Med = (min + L * moda + max ) / (A +2) (4)

Nessa formula é facil ver que quanto maior o valor de lambda (1) mais ingreme a funcéo
fica nas imediacbes da moda (curtose mais elevada), essa caracteristica termina por diminuir a
distancia entre a média e a moda e também faz os trechos das curvas perto dos extremos
(minimo e maximo) serem menos importantes e frequentes.

Obviamente a Pert Modificada se converte na Pert quando lambda (1) vale 4.

IV.2) Determinacéo dos formatos em funcdo da média e dos extremos

Para estimar lambda (1) em fun¢&o de a e b, podemos considerar Min=0 e Max=1, ja que
isso ndo afeta a forma da distribuicao.

Fazendo isso em (1 - Med = min + (max - min) * (a/(a+b))) e (3 - Moda = Min + (a-
1)/(a+b-2) * (Max - Min)) temos:

Med = al(atb) (5)
Moda = (a-1)/(a+b-2) (6)

Isolando lambda (A) em (4 - Med = (A *moda + 1)/ (A +2)) temos
Med* (A +2) =(A*moda+ 1)
(Med - Moda) A =1 - 2* Med
A=[1-2*Med]/[ Med - Mada] (7)

Substituindo as expressdes para Med (5) e Moda em (7) temos
r=[1-2al(@+b)]/[ala+b)-—(al)(ath-2) ]
A =][(a+b)/(a+b)-2al(a+b)]/
[a(a th-2) /[ (a +b)(a +b-2) ] — (a-1)(a +b) /[ (a +b)(a +b-2)] ]

A= (b-a)fa+b) / [ [ a(@+b-2) - (a-1)(a+h) ] /[ (a+b)(a+b-2)] |
A=(b-a) / [[ @®+ab—2a—a’-ab+a+b] /(at+th-2) ]
A=(b-a) / [[2a +a+b] /(ath-2) ]
A =(b-a) / [(b-a) /(a+h-2) ]
A = (a+b-2)

Portanto

a+ b=\ (Lambda) +2 (8)



O resultado acima € surpreendente, porque € uma simplificacdo extrema de duas
expressodes complexas.

Ela expressa que a Distribuicdo Pert Modificada abrange toda a familia de distribuices
cuja soma dos parametros de formato € aquela constante (lambda + 2), o que traz uma
similaridade patente entre as diferentes curvas que compartiham o mesmo lambda, como
veremos de forma grafica na se¢do seguinte.

Agora vamos calcular a e b em fung&o do Min, Max, Med e Moda.
A partir de (1 - Med = min + (max - min) * (a/(a+b))): *(@ +b)
Med (a + b) = Min(a + b) + (Max-Min)a
(Med-Max) a = (Min - Med) b
(Max-Med) a = (Med - Min) b
a = (Med- Min) b /(Max-Med) (9)

A partir de (3 - Moda = Min + (a-1)/(a+b-2) * (Max - Min)): *(a +b-2)
Moda (a+b-2) = Min (a+b-2) + (a-1) (Max-Min)
(Moda-Min-(Max-Min)) a = (Min-Moda) b + (-Max+Min-2*Min+2*Moda)
(Moda-Max) a = (Min-Moda) b - (Max - 2*Moda + Min) (10)

Substituindo (9) em (10) temos
(Moda-Max) (Med-Min) b / (Max-Med) = (Min-Moda) b - (Max-2*Moda + Min)
(Moda-Max) (Med-Min) b =
(Min-Moda) (Max-Med) b - (Max- 2*Moda +Min) (Max-Med)
(Medat*Med + Max*Min — Moda*Min — Max*Med —Min*Max —Moda*Med +
Med * Min + Max*Moda ) b = - (Max-2*Moda +Min) (Max-Med)
(-Moda*Min — Max*Med + Med*Min + Max*Moda) b = - (Max-2*Moda +Min)(Max-Med)
(Min-Max)(Med-Moda) b = - (Max-2*Moda +Min)(Max-Med)
b = (Max-2*Moda +Min) (Max-Med)/[ (Max-Min)(Med-Moda) ]  (11)

Substituindo (11) em (9) temos:

a = (Ved- Min) (MEXEZNoHaSENIn vEeMEa NN VEENmINEGNGHR] / (vax-Med)
a = (Med- Min) (Max-2*Moda +Min) /[ (Max-Min) (Med-Moda)] (12)

Se adicionarmos (11) e (12) temos, corta o termo (Max-Min)

a+b =(Max-2*Moda-+Min)/(Med-Moda)

Chamando a+b de SS (Sum of Shapes) e substituindo em (11) e (12) obtemos:

a=(Med-Min)/(Max-Min)*SS (13)
b=(Max-Med)/(Max-Min)*SS (14)

E como se a e b fossem a divisdo do total em partes proporcionais a raz&o da distancia
dos respectivos extremos a média da distribuicao.

IV.3) Visualizacdo das Familias Pert

Abaixo, mostra-se uma familia Pert, mapeada para Beta Padrao, com lambda = 4. Plota-
se o valor de ponto da funcdo de distribuicdo (PDF) contra os possiveis valores que a variavel
Beta pode assumir.



Como se trata do Beta Padrao, a distribuicdo s6 pode assumir valores entre 0 e 1. A
altura do ponto da curva da PDF é proporcional a probabilidade da distribuicdo assumir aquele
valor, mais precisamente, a imediata vizinhanga daquele valor, j& que ndo faz sentido falar em
probabilidade de uma distribuicdo assumir um valor especifico. !

A moda é sempre o valor mais alto da curva, que representa o valor mais provavel. No
caso, a moda pode assumir qualquer valor entre os dois extremos (0 e 1). Através da
observacao das curvas, observa-se que o comportamento do Beta degenera, quando a moda se
aproxima dos extremos. Isso pode ser apenas imaginado pela figura abaixo, porque sé usamos
valores de moda no intervalo entre 0.1 e 0.9.

Beta Padréo Pert (Lambda = 4)

Observe a suavidade da variagdo de valores da distribuicdo perto da moda. Esse é um
comportamento realista do Beta, porque os fendmenos naturais ndo apresentam, em geral,
variagdes bruscas. Veja ainda como nas curvas menos centrais, praticamente ndo ha valores
perto dos extremos no lado da cauda mais longa.

Quando a moda aproxima-se do meio entre os dois extremos, a curva € simétrica.
Deslocando-se para os lados, surge, de forma crescente, a forma assimétrica.

Essa versatilidade, diferente da Normal, sempre simétrica, é que faz a Beta uma funcgéo
tdo util para modelar inimeras métricas do mundo dos negécios, porque € comum uma situacéo
em que atribuimos uma faixa de valores para uma variavel, embora saibamos que o valor mais
provavel se aproxima mais de um dos dois extremos. Por exemplo, podemos estimar uma
expectativa de crescimento de vendas entre 20% e 40%, sendo 25% o crescimento mais
provavel, porque um crescimento maior dependeria de agdes mais incertas.

Mostra-se que para valores de lambda de 4 para cima, é sempre possivel encontrar uma
Distribuicdo Normal que se aproxime do Beta simétrico (moda igual a média), com a
aproximacao se tornando mais precisa quanto mais alto o valor de lambda. No entanto, o desvio
padrdo da Normal é maior que a Beta e cada vez se afasta mais do desvio padréo da Beta.’

! 36 faz sentido falarmos em probabilidade intervalar, ou seja, probabilidade que a distribuicdo assuma um
valor dentro de um intervalo, que é dada pela integral da curva PDF entre os dois pontos. A integral total da curva PDF
em uma distribuicdo sempre deve valer 1, ou seja, 100%, ou seja, abrange todas as possibilidades.

2 L 2 . o

A Distribuicdo Normal ndo é uma distribuicdo adequada para expressar variaveis que apresentam um
intervalo limitado de valores. Alguns autores usam a Distribuicdo Normal Truncada para isso, mas ela cria uma
descontinuidade nos extremos que néo é muito realista.



A média, por sua vez, exceto quando a moda é equidistante dos extremos, é sempre
deslocada para a dire¢cdo da cauda mais longa, que termina "puxando” a média.

Abaixo plotamos duas variagGes de familias de curvas. Para lambda = 2 observa-se o
achatamento das curvas, lembrando a sela de um cavalo, com curtose mais baixa. J4 com
lambda = 8 as curvas ficam mais ingremes, expressa por uma curtose mais elevada, tornando as
imediagBes da moda mais bruscas. Observe, nesse caso, como o0 vale no meio é mais cavado
do que a curva com lambda = 4.

Beta Padrao Pert (Lambda = 2)

Beta Padrao Pert (Lambda = 8)

IV.4) Determinacéo dos formatos em funcdo da moda e dos extremos

A férmula (4) que expressa a média em funcdo da moda e dos extremos € repetida
abaixo.

Med = (Min+Lambda*Moda+Max)/(Lambda+2)

Partindo-se da definicéo dos parametros a e b em (10) e (11) fica



a=((Min+Lambda*Moda+Max)/(Lambda+2) -Min)/(Max-Min)*(Lambda+2)
a=((Min*(-1-Lambda) +Lambda*Moda+Max)/(Lambda+2)/(Max-Min)*(Lambda+2)
a=((Min*(-1-Lambda) +Lambda*Moda+Max)/(Max-Min)  (15)
b=(Lambda+2) - ((Min*(-1-Lambda) +Lambda*Moda + Max)/(Max-Min)
b=( Lambda*Max+2*Max -Lambda*Min -2*Min +

Min*(1+Lambda) -Lambda* Moda- Max)/(Max-Min)
b=( (Lambda+1)*Max - Min -Lambda* Moda)/(Max-Min) (16)

IV.5) Determinacéo do desvio padrdo em funcdo da mo _da e dos extremos

A féormula (2) que expressa o DP em funcdo dos formatos e dos extremos é repetida
abaixo.

DP = Raiz(a/(a+b) * b/(a+b) * (Max-Min)"2 / (a+b+1))
Substituindo-se a*b de acordo com os valores em (10) e (11) fica:
a*b = (Max-Med)*(Med-Min)*( (Max-2*Moda+Min)/( (Max-Min)*(Med-Moda)))*2 (17)

O pedago (Max-Med)*(Med-Min) da férmula acima pode ser expandido usando-se a
definicdo de média em (4):

(Max-Med)*(Med-Min) = ((Lambda+1)*Max - Lambda*Moda - Min ) *( -(Lambda+1)*Min +
Lambda*Moda + Max )/(Lambda+2)"2

O pedaco (Med - Moda) da formula (17) pode ser expandido usando-se a definigdo de
média em (4):

Med-Moda = ( Min - 2*Moda + Max ) / (Lambda + 2)

Substituindo as subexpressdes acima em (17) temos:

a*b = ((Lambda+1)*Max
- Lambda*Moda - Min)*(-(Lambda+1)*Min+Lambda*Moda+Max )/(Max-Min)"2

Coloca-se entdo paulatinamente os outros componentes da formula em (2) para
simplificar:

a*b * (Max-Min)"2 / (a+b+1) =((Lambda+1)*Max - Lambda*Moda-Min)*
(-(Lambda+1)*Min + Lambda*Moda+Max )/(Lambda+3)

a*b * (Max-Min)*2 / (a+b+1) / (a+b)*2 = ( (Lambda+1)*Max - Lambda*Moda - Min)*
( -(Lambda+1)*Min + Lambda*Moda + Max ) / ( (Lambda+3)*(Lambda+2)"2)

O lado esquerdo ja corresponde a formula do DP em (2), s6 que com raiz quadrada e o
lado direito esta pronto:
DP = Raiz (
((Lambda+1)*Max - Lambda*Moda - Min ) *
( -(Lambda+1)*Min + Lambda*Moda + Max )/((Lambda+3)*(Lambda+2)"2) ) (18)

IV.6) Eérmula usual do desvio padrdo em funcéo dos extremos

A férmula do desvio padrdo da Pert que usualmente €& mostrada, alguns até
reconhecendo que se trata de uma aproximacao, é a seguinte:

DP = (Max - Min)/6  (19)

Na Pert Modificada a férmula acima fica



DP = (Max - Min)/(Lambda+2) (19a)
Mostra-se facilmente que essa aproximacéao € bem fraca.

Ron Davis (2008) usa a férmula aproximada em (19) para demonstrar uma relagédo
equivocada para o calculo dos parametros de formato do Beta. Pleguezuele (1999) concentra-se
muito em se basear na aproximacao acima (19) para deduzir outras propriedades, usando
inclusive uma equagéo cubica.

V) Sugestéo de Especificacdo para a Pert Modificada

V.1) Motivacéo

Como vimos acima, a maneira mais facil de definir os parametros de um Beta é através
da Pert Modificada, mas essa ainda ndo é a situacao ideal.

O problema é que os extremos representam valores na prética inatingiveis, porque, para
a maioria das situa¢c®es aplicaveis, mostra-se que mesmo 0s percentis3 perto das pontas (5°. e
95°) sdo ainda muito distantes dos extremos teéricos, especialmente do lado da cauda longa.

Sendo assim, uma proposta mais viavel, seria elaborar uma especificacdo de entrada
que incluiria a moda e dois percentis simétricos, ao invés da moda e dos extremos.

Por exemplo, pode-se especificar que o usuario estime o percentil 5° e o percentil 95°,
como sendo respectivamente o ponto que abaixo dele s6 existe 5% dos casos e 0 ponto que
acima dele so existe 5% dos casos.

O leitor pode perceber com facilidade que é muito mais fécil treinar profissionais para
estimar extremos incomuns, mas possiveis, do que estimar valores virtualmente impossiveis,
gue sao os extremos verdadeiros.

A partir dai, o sistema calcularia os extremos, supondo que a média obedece a formula
em (4).

A ferramenta @Risk® da Palisade oferece a possibilidade, através da funcgéo
RiskPertAlt, de se entrar com percentis, mas infelizmente a fungéo ndo permite usar outro valor
da funcdo lambda que néo seja 4.

O exemplo abaixo, usando a citada funcdo do @Risk®, ilustra a questao:
=RiskPertAlt(5%;10;"m. likely";15;95%;30)

Nesse caso, a variavel a ser simulada tem percentil 5°. de 10, percentil 95°. de 30 e o
valor mais provavel é 15.

Essa distribuicdo tem os seguintes parametros

a=18

b=42

Min=7,9

Maximo = 43,5

Observe como o percentil 95°. (30) é distante do maximo. Mesmo o percentil 99°.(34,5)
ainda fica bem distante. Como se espera que um profissional, ainda que treinado em
probabilidades, consiga estimar o maximo se ele virtualmente nao existe?

A ideia, semelhante ao exemplo citado, é especificar o lambda, o P5, o P95 e a moda
para definir o Beta a ser utilizado.

Um percentil de Xo. significa um valor que a variavel estocastica assume onde teoricamente X% dos valores
possiveis dessa variavel ficam abaixo desse valor.



V.2) Calculo dos parametros da Beta

E preciso entdo encontar um método independente de ferramenta para estimar os
parametros do Beta a partir da moda e dos percentis.

O ponto de partida é a sele¢do do lambda, que costuma ser mais central no modelo. O
lambda desejado depende, como falamos acima, do ritmo de queda desejado em relacdo a
moda em ambas as dire¢des. Quanto mais alto o valor de lambda (e, portanto a soma dos
parametros a e b de formato), mais elevada € a moda, mais abrupta a queda e diminui a
influéncia dos extremos. O lambda podera definir uma familia de funcdes que podera ser
compartilhada em todos os modelos.

De todo modo, o principal problema é que esses dados de entrada ndo permitem obter
diretamente o minimo e o maximo do Beta. O minimo é também denominado de localizacédo e a
diferenca entre 0 maximo e o minimo é chamada de escala.

Muitos pardmetros estatisticos p' do Beta Padrao (aquele que o minimo é 0 e 0 maximo
€ 1) pode ser convertido para 0 mesmo parametro estatistico p do Beta, pela relagdo abaixo:

p = Min + p' * ( Max - Min) (20)
A declaragéo acima vale também para a moda, a média e os percentis.

E preciso entdo encontrar alguma relagdo entre os dados de entrada que seja
independente da escala. Uma forma adequada é expressa pela seguinte relacao:

Fator = ( P95 - Moda ) / (Moda - P5) (21)

Pode-se facilmente verificar que tal relacao é independente da localizagdo e da escala,
isso é, assume 0 mesmo valor, qualquer que sejam os valores do minimo e do maximo.

O fator poderia servir para determinar univocamente a relagdo AShare, envolvendo os
parametros de formato

AShare = a/SS (22)
Onde
SS =ath

Optou-se por tentar determinar o AShare e ndo o a, ja que aquela propriedade é mais
estavel, porque ndo esta ligada ao valor absoluto dos parametros de formato.

A partir desse ponto, ja existe um lambda selecionado e, portanto o valor da soma dos
parametros de formato (SS) € lambda + 2 (vide (12))

A seguir, montou-se no Excel® uma tabela de dados como preparativo para um
processo de ajuste de curva, usando o Beta Padrdo. O valor de entrada primitiva mais facil é a
moda, porque sabemos que o seu valor esta no intervalo (0,1). Por exemplo, se variarmos a
moda entre 0 e 1, com passo 0,05 em 0,05, excluindo os pontos extremos, obtemos quase 200
pontos.

Da moda, calcula-se o a e o b:

a = Moda*Lambda + 1
b=SS-a

Calculam-se os percentis 5 e 90 através do inverso da fun¢do cumulativa de Distribuigdo
(CDF) da Beta, que, no caso do Excel®, corresponde a funcdo BETA.ACUM.INV.
Finalmente, geram-se as colunas Fator (Vide (21)) e AShare (Vide (22))

Essas colunas formam respectivamente a variavel independente (Fator) e uma variavel
dependente (AShare) de alguma fungé@o que pode ser ajustada a esses pontos.



Foi entdo utilizada a ferramenta de ajuste de curva LabFit® (www.labfit.net), produto
comercial brasileiro, que automatiza completamente o ajuste de uma curva a partir de um banco
de centenas de curvas. Tomou-se o cuidado, para evitar a deformagdo nas extremidades do
ajuste, de considerar apenas os pontos onde o minimo (a, b) seja maior que 1,2.

O uso dessa ferramenta gerou a curva de Harris, fungdo que obteve o melhor ajuste
segundo a estatistica de erro adotada:

Y = 1/(A+B*X**C)+D (23)

O parametro estatistico que a ferramenta usa para ordenar as escolhas de ajuste é o
qui-quadrado reduzido, cujo valor ficou inferior a 1:1.000.000:

Tred” = 1/(n-1)* = (O - E)?/ 6°

Onde O é o dado observado, E é o dado esperado ou teérico, ¢ é o desvio padrédo dos
dados observados e n é o numero de observacgdes.

Para lambda = 4, obtemos A=1,6056, B=1,6056, C=1,3985 e D=0,18859
Para lambda = 6, obtemos A=1,4257, B=1,4257, C=1,5843 e D=0,1493

A partir dessa parametrizacdo, os passos de determinagdo dos pardmetros do Beta sdo
0S seguintes:

1) Calcule o Fator do Beta especificado, por (21):
Fator = ( P95 - Moda ) / (Moda - P5)

2) Descubra AShare em fungdo do Fator, de acordo com os parémetros A, B, C e D,
obtido para o lambda desejado. Se lambda = 4, a equacéo (23) se torna:

AShare = 1/ (1,6056 + 1,6056 * Fator *1,3985) + 0,18859

3) Calcule a e b:
a = AShare * SS
b=SS-b

4) Calcule a moda do Beta Padrao:
Moda' = (a-1)/lambda

5) Calcule P5 do Beta Padrdo, usando o inverso da fungéo cumulativa de distribuicéo,
que corresponde no Excel® a fungdo BETA.ACUM.INV

P5' = BETA.ACUM.INV(0,05;a;b)
6) Calcule a escala (Max-Min):

Escala=(P5 - Moda ) /(P5' - Moda)
7) Calcule o minimo:

Min = Moda - Moda' * Escala
8) Calcule o maximo:

Max = Min + Escala

Foi usado o processo acima para 0 caso lambda=4, para comparar com a ferramenta
@Risk®.

Moda = 15

P5=15

P95=30



O erro qui-quadrado reduzido ficou em menos de 0,2%, exceto para o maximo (0,36%),
mostrando-se perfeitamente aplicavel em situacdes praticas, com a vantagem de poder ser
calibrado para qualquer valor de lambda.

V1) Concluséo

Esse artigo cumpre a missdo de explicar a Distribuicdo Pert, justificar a l6gica de sua
generalizagdo (Distribuicdo Pert Modificada) e elucidar sua relagdo com a Distribuicdo Beta
Generalizada, destacando a elegancia do parametro lambda (A ) que somado com 2 define a
soma dos parédmetros shape do Beta.

A importancia pratica da Distribuicdo Beta ou Distribuicdo Pert é tdo grande que os
profissionais deveriam utiliza-la com plena consciéncia do que estao fazendo. Isso justifica o foco
desse trabalho em dar uma visdo intuitiva e grafica da Pert Modificada, onde cada valor de
lambda define uma familia de curvas com formato similar.

Em seguir mostraram-se as fraquezas da especificagdo paramétrica convencional da
Pert, denunciando a dificuldade do usuéario definir o minimo e o maximo, finalizando com uma
sugestéo de especificagdo onde se substitui 0 minimo e 0 maximo por percentis, mantendo-se a
especificagdo da moda.

O artigo finaliza mostrando como se implantar essa nova especificagdo sugerida, usando
técnicas de calculo numérico, que pode ser aplicada a qualquer ambiente de desenvolvimento.

Cumprimos nosso objetivo se o leitor ficar com uma visdo menos seca e menos "caixa
preta” de uma Distribuigdo tao atil quanto a familia Beta-Pert.
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